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1.- Determine la integral de trayectoria de la función, ���, �� � ��� � �� para  

���� � � ������	sobre el intervalo 0  �  2. 

 

SOLUCION. 

Es una integral de trayectoria ya que �: #� → #. Entonces tenemos: 

�%��� � & '()'(*		; 	‖�%���‖ � �'�( � '-�( 			�		�.����/ � �'�( � '-�(	
Por	definición	de	integral	de	trayectoria.	

8 �.����/‖�%���‖9��
: � 8 �'�( � '-�(�9��

: � &'�(2 ) '-�(2 *:
� � '; ) '-;2 	

	
2.- Sea la curva descrita por 4�� � �� � 1, halle la integral de ���, �� � �=� 

 

SOLUCION. 

Parametrizamos la trayectoria usando trigonometría, se 

tiene que: 

�2��� � ���� � 1	
Sea	entonces	2� � cos�@� ; � � sin�@�	
Tenemos	que												��@� � 	 D EFG�H�IJKL�M�N	
Es una integral de trayectoria, ya que �: #� → #, con @ ∈ P0,2RS. 

8 &cos�@�=8 sin�@�*U�sin�@���4 � �cos�@���9@�W
: 	

Cambio	de	variable	[ � cos�@�	; 	9[ � ) sin�@� 9@: @ � 0	 → [ � 1		@ � 2R	 → [ � 1	
8 &[=8 *U1 ) [

�
4 � [��)9[�\

\ � 0	



3.- Sea la función definida por, y la trayectoria descrita por, en el intervalo 0  �  1 

���, �� = & ���
�� − ��* ; 			���� = D

�
3��N	

	
SOLUCION. 

Es una integral de línea ya que �: #� → #�, entonces por definición se tiene 

8 〈�.����/, �%���〉9�\
:

= 8 〈& 3�;
�� − 9�;* , D

1
6�N〉 9�

\
:

= 8 �3�; + 6�= − 54�`�9�\
:

	

a = 35 +
3
2 − 9	

	
4.4.4.4.----	Dada	la	trayectoria	d ↗,	tal	que	d = f��, �� ∶ � = ��	; 		0 ≤ � ≤ 1h,	calcular		

8 ���9� + ��9�
i↗

	
Con	sentido	establecido	por	la	gráfica.		

	
SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.				
Debemos	separar	la	trayectoria	como	la	unión	de	tres	más.	Entonces	tenemos	
Trayectoria	r\.	

�\��� = D � = �� = ��N 				0 ≤ � ≤ 1	
Luego,	

8 〈s, 9t〉
uv↗

= 8 〈&�;�=* , D
1
2�N〉 9�

\
:

= 8 3�;9�\
:

= 35	
	



Observación, la parametrizacion de r\ va en contra al sentido dado luego  
8 〈s, 9t〉uv↗ = − 35 

Trayectoria r�. 
����� = D� = 1� = �N    0 ≤ � ≤ 1 

Luego 
8 〈s, 9t〉uI↗ = 8 〈D��N , D01N〉 9�\

: = 8 � 9�\
: = 12 

Trayectoria r=, 
�=��� = D� = �� = 0N ;      0 ≤ � ≤ 1 

Luego 
8 〈s, 9t〉ux↗ = 8 〈D00N , D10N〉 9�\

: = 8 0 9�\
: = 0 

Se cumple que, r ↗= r\ ↗∪ r� ↗∪ r= ↗ 
8 〈s, 9t〉u↗ = 8 〈s, 9t〉uv↗ + 8 〈s, 9t〉uI↗ 8 〈s, 9t〉ux↗  => 8 〈s, 9t〉u↗ = − 110 

 

5.- Sea r = arco de elipse de ecuación 3�� + 4�� = 48 que va  de .�=/ { .-;: / seguido del 

segmento de recta que va de .-;: / { .�:/, y posterior el segmento de recta que va de .�:/ { .�=/  calcular. 

8 D1 + 43 �N ��9� + 2��9�u↗  
    
SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.SOLUCION.    
Sea la función de dos variables definida por 

s��, �� = |�1 + 43 �� ��
2�� } 

 
 



Y la curva de la forma 

 
Note que el ángulo de apertura al punto �2,3� viene dado por el cambio de variable donde 

Donde;  � � 4 cos�@�  �z    � � 2 �z   12 � cos�@�     � � 2√3 sin�@�     �z   � � 3  �z  32√3 � sin�@� 
Parametrizamos la curvas, para r\ 

r\ �
��
� 3��48 � 4��48 � 1  �z   ��4�� � D �2√3N� � 1

Y sea  cos�@� � �4 ;  sin�@� � �2√3     con @ ∈ �@:, R� 
Se tiene entonces 

�\ � & 4 cos�@�2√3 sin�@�*  �z   �′\ � & )4 sin�@�2√3 cos�@�* 
Se resuelva la primera integral 

ai\ � 8 〈|�1 � 43 �4 cos�@���12 sin��@�2�4 cos�@��.2√3 sin�@�/ } , & )4 sin�@�2√3 cos�@�*〉 9@W
M�  

ai\ � 8 &)48 D1 � 163 cos�@�N �sin=�@�� � 96�sin�@���cos��@��* 9@W
M�  

Integramos 
ai\ � 48 cos�@� sin��@� ) 64 sin;�@�M�W � 64 �sin�@:��; ) 48 cos�@:� �sin�@:���  

ai\ � 64 &√32 *; ) 48 D12N &√32 *�   �z    ai\ � 18 
Para r� 

r� � � � � 0)4  �  2      s � D00N   �z     au� � 8 09��
-; � 0 

 



Para r= 
r= � � � � 20  �  3   ;   �= � D2�N   � ∈ �0,2�  �z �%= � D01N ;   s � |113 ��4� } 

au= � 8 〈|113 ��4� } D01N〉=
: 9�  �  8 4�9�=

: � 2��:=  � 18 
Por lo cual se tiene  a = au\ + ai� + au=   =>   a = 36 
 

6.6.6.6.---- Sea  
r � f��, �� | � � )1, )1  �  0h   ∪ f��, �� ∈ #� | �� � �� � 1, )1  �  0 � � 0h 

y de C denota el recorrido desde el punto �-1,-1) hasta (0,1) calcule 

8 D)� 9� � �
�� � �� 9�N

u↑
 

Solución. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Sea la región S descrita por   

   

Graficamos la región. 
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No se puede usar Green por que no es cerrada, ni tampoco seria recomendado hacerlo. Entonces 
parametrizamos las dos trayectorias. 

  
   

Ahora de la integral sabemos que: 
 

Evaluamos F en la parametrizacion 
 y realizamos el producto interno con la derivada 

de la parametrizacion. 

 por lo cual ahora realizamos la integral. 

 

  
   

Evaluamos F en la parametrizacion.  

Producto interno.  

Ahora la integral. 
 

Se verifica los sentidos de la parametrizacion y el dado por el problema son iguales. 

La respuesta será la suma de los resultados. 
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7.- Dados s��, ��: #� → #� el  campo vectorial definido por 

s��, �� = �'���'���� 

Y �: �0, W�� → #� la trayectoria definida por 

���� = Dcos����sin����N	 
Calcule la integral de línea � s9t� . 
Solución. 

Probemos si la función, F es conservativa, por lo que deberemos buscar una función que cumpla la 

condición 

∇� = s				 => 		���, �� = '��� 			 ∶ 		 ∇� = �'���'���� = s 

Por lo que por campo conservativo se cumple que 

8 s9t
�

= 8 ∇�9t
�

= �.��0�/ − � &� �R2�* 

Donde: ��0� = �1,0�						� �W�� = �0,1� 

8 s9t
�

= ��1,0� − ��1,0� 		=>		8 s9t
�

= ' − '			 =>		8 s9t
�

= 0 

 

8.- Conociendo que 

s��, �, �� = �'� cos��� + ��	, �� − '� sin��� , �� + �� 
Calcule  

8 s9t
u

 

Donde c es un trayectoria cualquiera que va desde el punto �1,0,0�  al �0,3,3� 
Solución. 

Demuestre que la función es ���, �, �� = '� cos��� + ��� + �I
�  

8 s9t
u

= cos�3� + 92 − ' 


